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Matemáticas: Análisis y Enfoques
Nivel Superior
Prueba 3

Instrucciones para los alumnos

y No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.
y En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla gráfica.
y Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.
y Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberán ser

exactas o aproximadas con tres cifras significativas.
y Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de fórmulas de Matemáticas:

Análisis y Enfoques NS para esta prueba.
y La puntuación máxima para esta prueba de examen es [55 puntos].
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Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Por favor comience cada 
pregunta en una página nueva. No se otorgará necesariamente la máxima puntuación a una respuesta 
correcta que no esté acompañada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en 
un procedimiento y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla 
gráfica, deberá reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtención; por ejemplo, si se 
utiliza un gráfico para hallar una solución, se deberá dibujar aproximadamente el mismo como parte de 
la respuesta. Aun cuando una respuesta sea errónea, podrán otorgarse algunos puntos si el método 
empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el 
procedimiento seguido. 

1.	 [Puntuación máxima: 26]

En la siguiente pregunta se exploran las características de funciones trigonométricas 
compuestas, como  sen (sen x) ,  sen (sen (sen x)) . 

Suponga que  Sn (x)  denota la función  sen x  compuesta con ella misma  n - 1 veces, y

definida para n ≥ 1 , n ∈ + , donde  0 ≤ x ≤ 2π . 

Por ejemplo,  S1 (x) = sen x  y  S2 (x) = sen (sen x) , donde  0 ≤ x ≤ 2π .

(a)	 En los mismos ejes de coordenadas, dibuje aproximadamente y rotule los gráficos 
de  y = S1 (x)  e  y = S2 (x) . En ese mismo bosquejo (dibujo aproximado), muestre los 
valores de las intersecciones con los ejes.� [4]

(b)	 Determine el valor máximo de: 

(i)	 S1 (x)� [1]

(ii)	 S2 (x)� [1]

(iii)	 S3 (x)� [1]

(c)	 Halle el valor más pequeño de  n  para el cual el valor máximo de  Sn (x)  es menor 
que  0,6 . � [3]

Considere el gráfico de  y = S2 (x) .

(d)	 Considerando la ecuación 
d
d
y
x
= 0 , muestre que hay exactamente dos puntos de 

pendiente cero: uno en x � �
2

 y otro en x � 3
2
�

.� [6]

(Esta pregunta continúa en la página siguiente)
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Véase al dorso

(Pregunta 1: continuación)

La derivada � � � � � �� �S x
x
S xn n

d
d

 se puede expresar como el producto de funciones coseno, 

de la siguiente manera:

S ′n (x) = cos (Sn−1(x)) cos (Sn−2(x)) … cos (S1(x)) cos x .

(e)	 A partir de lo anterior, muestre que  S ′3(x) = cos (sen (sen x)) cos (sen x) cos x .� [1]

(f)	 Utilice la inducción matemática para probar que para todo  n ∈ + se cumple que

S ′n (x) = cos (Sn−1(x)) cos (Sn−2(x)) … cos (S1(x)) cos x.� [6]

(g)	 Utilice la regla de l’Hôpital para mostrar que lim
x

nS x
x�

� �
�

0
1 , para  n ∈ + .� [3]



– 4 – 8825 – 7158

2.	 [Puntuación máxima: 29]

En la siguiente pregunta se utilizan series de Maclaurin para investigar posibles 
aproximaciones de constantes matemáticas y la precisión de dichas aproximaciones.

(a)	 Dado  | x | < 1 , halle la suma de los infinitos términos de la serie 
geométrica  1 − x2 + x4 − x6 + … . � [2]

(b)	 A partir de lo anterior, utilice la integración para mostrar que la serie de Maclaurin 

de  arctan x  se puede expresar así: arctan x x x x x
� � � � �

3 5 7

3 5 7
 . � [3]

(c)	 Utilizando x = 1
3

 y los tres primeros términos (distintos de cero) de la serie de 

Maclaurin de  arctan x , halle una aproximación de  π  con tres cifras decimales.� [3]

La serie de Maclaurin de  arctan x  es un ejemplo de serie alternada; es decir, una serie 
donde se van alternando términos consecutivos positivos y negativos. Considere el 
siguiente teorema.

Teorema: �Para series alternadas cuyos términos son de 
magnitud decreciente, el error cometido al utilizar 
un número finito de términos es menor o igual que 
el valor absoluto del siguiente término de la progresión. 

Utilizando el teorema, el error máximo que se comete al utilizar los tres primeros términos 

(distintos de cero) como una aproximación de  arctan x  viene dado por −
x7

7
. En otras 

palabras, arctan x x x x x
� � �
�

�
�

�

�
� � �

3 5 7

3 5 7
.

(d)	 Determine cuántos términos (distintos de cero) de la serie habría que utilizar para que 

el error cometido al aproximar arctan 1
3

�
�
�

�
�
�  sea menor que  0,0001 .� [3]

(e)	 Utilizando la integración por partes, muestre que arctan lnx x
0

1
3

6 3
1
2

4
3� � � d �

.� [4]

(f)	 Determine el valor de x x x x x� � �
�

�
�

�

�
��

3 5 7

3 5 70

1
3

 d ; dé la respuesta redondeando a 

seis cifras decimales.� [2]

(g)	 Utilice los resultados de los apartados (e) y (f) para hallar una aproximación de  π . Dé 
la respuesta redondeando a cuatro cifras decimales.� [2]

(Esta pregunta continúa en la página siguiente)
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(Pregunta 2: continuación)

x x x x x� � � �
�

�
�

�

�
��

3 5 7

3 5 70

1
3

...  d  se puede considerar que es la suma de términos alternados. 

Por consiguiente,

x x x x x x x x x� � � �
�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�

�

�
� �� � �

3 5 7 3

3 5 7 30 0 0

1
3

1
3

1
3

...  d  d  d xx x x x
5 7

5 70 0

1
3

1
3�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �� � d  d ... … .

arctan x x
0

1
3

∫  d  se puede aproximar utilizando la suma de las cuatro primeras integrales definidas.

(h)	 Verifique que, en este caso, se cumple el teorema utilizado en el apartado (d).� [5]

Suponga que el máximo error cometido al aproximar arctan x x
0

1
3

∫  d  tiene que ser, como 
mucho, de  1 × 10-6 .

(i)	 Determine el número mínimo de términos (distintos de cero) de la serie de Maclaurin 
de  arctan x  que habría que utilizar.� [5]

�




