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Matematicas: Analisis y Enfoques
Nivel Superior
Prueba 3

21 de mayo de 2025

ZonaA tarde | ZonaB tarde | Zona C tarde

1 hora 15 minutos

Instrucciones para los alumnos

No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de formulas de Matematicas:
Analisis y Enfoques NS para esta prueba.

La puntuacién maxima para esta prueba de examen es [55 puntos].
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Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Por favor comience cada
pregunta en una pagina nueva. No se otorgara necesariamente la maxima puntuacion a una respuesta
correcta que no esté acompanada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en
un procedimiento y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla
grafica, debera reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencidn; por ejemplo, si se
utiliza un grafico para hallar una solucién, se debera dibujar aproximadamente el mismo como parte de
la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el método
empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el
procedimiento seguido.

1. [Puntuacion maxima: 28]

En la siguiente pregunta se exploran las caracteristicas de una familia de curvas. Esta
familia luego se vincula a una ecuacién diferencial homogénea.

x(x2 —16)
Considere la curva que viene dada por y = —5——=
x°+16

(@) (i) Dibuje aproximadamente la curva de y para —10 <x < 10. 1

(i)  Indique las coordenadas de los puntos en los que la curva atraviesa el eje x. [1]

(iii)  Indique las coordenadas del maximo local y las coordenadas del minimo local. [2]

x(x2 —16)
(b) Indique sila funcion f(x)=— T es par, impar o ninguna de las dos cosas.
X"+
Justifique su respuesta. [2]
x(x2 - A)
Ahora considere la curva general que viene dada por y = — , donde A4 es una
constante positivay x € R. X+
x(x* -4
(c) Dada f(x)= (2—14) pruebe que f’(\/Z) es independiente de 4. [4]
X"+

@ @ Muestoque x-—245 24 2

i uestre que x— =

a x*+ A4 x*+ 4
(i) A partir de lo anterior, determine la ecuacién de la asintota oblicua de la curva. [1]

(i)  Escriba las coordenadas de un punto de la curva en el que la asintota oblicua
sea paralela a la tangente a la curva en ese punto. 1

(Esta pregunta continuia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 1: continuacién)

Considere ahora la ecuacion diferencial x’ % = x(x+y)—y2 ,donde x#0, y#=*x.

Utilizando la sustitucion y = vx, podemos escribir la ecuacion diferencial asi: xa =1-V".

! 5 dv:lln
1-v

(e) Utilizando fracciones simples, muestre que I
una constante positiva.

A(1+v)‘
——~|, donde 4 es
1 [5]

(f) A partir de lo anterior, muestre que una solucion de la ecuacion diferencial original se

5 A(x+y) .
puede expresar de la forma x* =|——=|, donde A es una constante positiva. [5]
xX=y
. - A(x+y)
Considere ahora unicamente el caso en el que ———=>0.
xX=y
x(x2 - A)
(@) Muestre que una solucion de la ecuacion diferencial original es y = TRt [4]
x4+

Véase al dorso
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2. [Puntuacion maxima: 27]

En la siguiente pregunta se compara la distanciay el rumbo entre ciudades situadas
en una superficie plana con la distancia y el rumbo entre ciudades situadas sobre una
esfera.

Considere un modelo en el que las ciudades Bogota, Moscu y Nairobi se sitian en una
superficie plana. En este modelo, Nairobi esta a 6.000km directamente al sur de Moscu, y
Bogota esta a 12.500 km directamente al oeste de Nairobi, como se muestra en la siguiente figura.

la figura no esta dibujada a escala

Moscu
6.000
\ ///
T »
Bogota 12.500 Nairobi
(@) (i) Halle la distancia que hay entre Bogota y Moscu. [2]
(i)  Halle la demora de Moscu desde Bogota. Dé la respuesta en grados. [3]

(Esta pregunta continta en la pagina siguiente)
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(Pregunta 2: continuacién)

En realidad, estas tres ciudades estan situadas sobre la superficie curva de la Tierra, lo que
hara que cambien las distancias y los rumbos hallados en el apartado (a).

Considere ahora un modelo curvo en el que se utiliza un sistema de coordenadas (x, y, z)
cuyo origen O esté en el centro de la Tierra. Las unidades de este sistema son miles de
kilometros y la Tierra se modeliza mediante una esfera de radio 6.000km. El polo norte (P)
se situa en el eje z y Nairobi (N) se modeliza como si estuviera en el ecuador y se situara

eneleje y.
4
0 0
P tiene por vector de posicion OP = p=| 0 | y N tiene por vector de posicion ON=n=| 6 |.
6 0
(b) (i)  Utilice el producto escalar para hallar el angulo que forman p y n. [2]

(i)  Muestre que la distancia que hay entre P y N a lo largo del arco que va
de P a N esigual a 3000ntkm. [2]

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)

Véase al dorso
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(Pregunta 2: continuacién)

6
El punto A, que también se sitia en el ecuador, tiene por vector de posicion a =| 0 |, como
se muestra en la siguiente figura. 0

P, N y A, junto con los arcos que los conectan, forman un triangulo esférico.

El angulo del vértice A se define como el angulo que forman los vectores a xp y a x n.

(c) (i) Halleelvectoraxp. [2]
(i)  Muestre que, en este triangulo esférico, el angulo del vértice A es igual a 90°. [3]

(Esta pregunta continua en la pagina siguiente)
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(Pregunta 2: continuacién)

0
Moscu (M) tiene por vector de posicion OM =m =| 6¢os60 |, como se muestra en la
siguiente figura. 6send

La distancia mas corta entre dos puntos de la superficie de la esfera se halla recorriendo
el arco de una circunferencia trazada sobre la esfera y con centro en O. En este modelo la
distancia mas corta entre Moscu y Nairobi es igual a 6.000km .

(d) Muestre que 6= 57,3°, redondeando a tres cifras significativas. [2]
6sen120°
Bogota (B) esta al oeste de Nairobi y tiene por vector de posicion OB =5b =| 6cos120°
0
(e) Halle la distancia mas corta entre Bogota y Moscu sobre la esfera. [5]

La demora desde B hacia M se define como el angulo del vértice B en el triangulo esférico
36¢c0s120°

que contiene a B, M y P. Se sabe que bx p=| -36sen120’
0

(f)  Utilizando el método del apartado (c), halle la demora desde Bogota hacia Moscu. [6]
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